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0 A=A Xy ) &é%ya;?cw’ 2 (A7

p Niech (X, d) bedzie zupetng przestrzenia metryezna, B = 3B
\ & WX iniechT:8 - g spelia warunek d(T(z), T(y) € %d(}:::, y), dlaz,y e B.
Pokaza¢, ze jedli AT (xg), 2p) < 5, to istnieje y ¢ takie, ze T(u) = 4.
Wskazdwka, Dla /) — {v e X . dlis, ag) € 2d(T (ag).
TD)ycD. :

(g, 7) kula

)} C B pokazaé, ze

przeksztatceniem rozszerzajacym, tzn. dla pewnego e > 1, 4( T{z),Ty) > e
d(r,y). Wykazad, ze jedli T (X) =X, %6 Tma doktadnie jeden punkt staty,

@ Niech (X d) bedzie przestrzeniq zupetng i niech 7 : X' = X bedzie

7T Niech (€10, 1], dy) bedzie praestrueniy funkeji ciaglych 2 metryky supre:
5\\\1 x} mum, niech M = {J € C[0,1] : 0 = f(0) < J) < f(1) = L, dla ¢ € [0,1]}.

s Pokaéaé, ze przcstrzen (M, dy,,), 2 metryks, dmp_ ob.cie@teg do If . jest zupchm, oraz
przeksztatcenie 77 : M — M okredlone formuty T(£)(¢) = ¢- f(1) spelnia warunek

dsup(T(f), T(9)) < dep( /. 7). gMe T nie ma punktbw statych,




Niec knietym, wypuklym i ograniczonym zbiorem w pree-
strfzor.u (C [0, 1.},dmp) zawierajacym funkcje tozsamosciowo bréwu'eg zeru. Wyka-
zac, ze jeSli T : K — K spelnia warunck ol T Tla)) < da, xf r)“dﬁ
f.9 € C0) to nH{dy (£, T()) : FEKY =0 0 0 T felo gk

f \v\fsl}\'a)z?’l\&-il;z;. Zauwazy¢, ze dla ¢ € (0,1) przeksztalcenie T K — K okreslone
ormuig 1.(f) = ¢ T(f) jest zwezajace i punkt staly f dla T, < T

T, _ ) ] Wezajace 1 punkt staly [, dle spetnia warunek
dap{ [ T(£2)) € (1 = e)diamK. ’ '

@ Niech 4 C R" bedzie zbiorem przeliczalnym w przestrzeni euklideso-

wej (R, d,) i niech Fj, C R bedy zbiorami domknietymi, brzegowymi na prostej
cuklidesowej. Wykazaé, ze istnieje punkt ¢ € R" taki, ze dla kazdego a € A.
dele, 0} € U2, F.

/ / 2 Niech /¥ C R bedzie zbiorem domknietym, brzegowyimn na prostej eukli-
- desowej. Pokazaé, 7e istnieje punkt (a,b) na okregu {(z,y) € B? : 22 4% = 1}

-

taki, 7e dla kazdej liczby wymiernej gic € F, b # gu +¢.

{A) Niech K bedzie podzbiorem domknigtym o pustym wnetrzu na prostej
euklidesowej. Wykazal, e istnieje liczba £ € R taka, ze zbiér {t+ 2 : 2 € K} jost
zawarty w zbiorze liczb niewymiernych.

(B) Niech {Fy, Fy,...} beda zbiorami domknietymi o pustym wnelizu na pro-
ste) euklidesowej R i niech zbidr A C R bedzie przeliczalny. Wykazaé, ze istnieje
liczba t € R taka, ze zbidr U; F; jest rozlaczny ze zbiorvem {t+a:ae A}

TS

Niech I bedzie zbiorem domknigtym o pustym wnetrzu na plaszezyznie
euklidesowej (R?, d,). Wykazad, ze istnieja zbiory geste A, B na prostej cuklide-
sowe]j takie, ze (A x B)NF = §.

Wskazdwka. Dla kazdej pary liczb wymiernych a < b wykazaé, z¢ zbiér K{a, b)
={r € R: {z} x [a.b] C F} jest domkniety, brzegowy i wybraé¢ przeliczaluy
zhidr A gesty w R, roztgezny z kazdym takim zbiorem K(a,b). Nastepnie wybrad
przeliczalny zbidr B gesty w R, rozlgczny z kazdym zbiorem {y € R: (¢,y) € F}.
gdzie o € A,

[’( S Niech f, : X — R bedzie ciggiem funkeji cigglych (’)1{1'85101‘1;\,’011 na le.l}')e\h'lel]’
- . przestrzeni metrycznej (X, d) zbicznym punktowo do f: X — R, tan. f (v} —
J{z) dla z € X. | he o .
(A) Wykazad, ze dla a < b zbior P (e, b))\ Intf~1((a, b)) jest sumg przeli-
czalnie wielu domknietych zbioréw brzegowych. \ .
Wskazéwka. Sprawdzi¢, ze f1{(a,0)) = Unsm Nizm il e + % b— 1)), a wige
I~Y(a, b))jest przeliczalng suma zbiorow domknietych. | '
(B) Wrykazad, ze zbiér punktow cigglodei funkeji f jest gesty w przestrzen
(X, d) (twierdzenie Baire'a). .
. Wskazéwka. Wyrzucié z X, dla wszystkich par liczb wymiernych a < b, zbiory
brzegowe opisane w (A). 5 , )
(C) Wykazaé, ze dla kazdego ¢ > 0 istnicje n i nicpusty zbidr otwarty V w X
taki, ze | [(#) — [mlr)]| < e dlax eV im>n | o
Wslazdwka. Korzystajac z (B) wybra¢ a € X ir > 0 takie, ze | f(a) — f tpll <
£/3 dla © € B(a,r). Zalozy¢, Ze teza nie jest prawdziwa i wybraé ciag 4kul
B{a,r/2) D Blai,r1) D Blug,r2) D ..., oraz indekséwﬂ ny < ng <. takich,
ge | fla) = fo ()] > &, | fne(as) — fa0)] < €/3 dla 2 € Blay,ry), oraz v; — 0.

lé -« Pokazaé, ze w Zadaniu / 5“ (B) i (C) zalozenie zupelnodei (X, d) jest
I istotne. |
Wikazowka. Prayjaé jako (X, d) praestrzei licsb wymiernych Q 2 nietrvka eu-
klidesowg. Rozpatrujac (C), ustawi¢ liczby wymierne w ciag qi, ¢z - - ustalié
baze Bi, By, ... w przestrzeni i okredli¢ funkcje ciagle fr:@Q — {0,1} tak. aby

fulg)) =0 oraz f;H(1)N B # B dlai<n




@

- W \kazac ze zbidr funkeji clagly ch f 0.1] — R, ktére nie sq monotoniczne

{// na zadnym nietrywialnym przedziale jest gesty w plzcwhzom funkeji claglveh
(ET0, Hidens).

Wskazdwka. Ushw\:lu wszystkie nietrywialne przedziaty w R o koncach wymier-

nych w ciag 1, Iy, .. 1 wykazaé, ze zhiér M, funkeji ciagtych na [0, 1], ktore sa

albo niemalejace, albo nierosnace na 7, jest domkniety i ma puste wnetrze w
pue&tzzc i (C0, 1], dsup)-

=

arya Méwimy, ze przestrzcii topologiczna (X, 7) jest metryzowalna w spo-

t‘/) sOb zupetny, jedli istnicje metryka d generujaca topologie 7 taka, ze przestrzen
metryczna (X d) jest zupcina.

(A) Zauwazyé. ze przestrzenn X jest metryzowalna w sposob zupelny wtedy
tylko wtedy, gdy jest homeomorfiezna z przestrzenia metryczng zupelns.

(B) Wykazad, ze przestrzen liczb wymicrnych z topologia euklidesowa nie jest
metryzowalna w sposéb zupelny.

(C) Wykazaé, ze jesli przestrzen (X, 7)) jest metryzowalna w sposéb zupetny i A
jest zbiorem domknietym w (X, 7). to podpueatrzc.‘n (A, T4) przestrzeni (X, 7))
Jest metryzowalna w sposéb zupelny.

(D) Ktére z nastepujacych podprzestrzeni pk aszezyzny euklidesowej sg metry-
zowalne w sposéb zupetny?

a) X) =@ x R, gdzie Q oznacza zbiér liczb wymiernych,
b} X =€ % (R 0},
(-) \~$ - 727{({11 ”"} x {O! l/”’])s
) Xy = {(ﬂflziﬂ‘z) € R?: g # 0},
e) Xo={({z1.0) € R?: 0« z'l’ + a3 < 1},
/X(,—{(Tl J,”g R7 \ 'ZZEQ}

{ f_, P Wykazaé, ze jes’li przestrzen (X, 7) jest metryzowalna w sposob zu-

pdm 1.U jest zbiorem otwartym w (X, 7), to podprzestrzen (U, T@)puutwem
(X, T) jest metryzowalna w sposéb zupelny.

Wskazéwka. - Niee, o Lpctaje Mé’/%néf aa X “aho .
(X ﬁ/)/@% tpelna ;7= 7'/4) /' s 04, % m?/;g//;,},) YENUP,
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